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MATHEMATICAL LOGIC 
DIE GENTZENSCHEN SCHLUSZVERFAHREN IN MODALEN 
AUSSAGENLOGIKEN. I* 
VON 
K. MATSUMOTO, M. OHNISHI UND J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of June 29, 1957) 
Das Ziel dieser Mitteilung ist dreierlei : 1 o die Wiedergabe (in § 1) 
eines Beispiels der heiden ersten Autoren, welches zeigt, daB der Haupt-
satz fur LG~l in Teil I, § 1 dieser Mitteilungsreihe 1) in seiner ursprung-
lichen Form nicht richtig sein kann; 2° die Addition eines (den Umfang 
des Kalkuls LGiul nicht beeintrachtigenden) SchluBschemas (in § 2) und 
die Erganzung (in § 3) des ursprunglichen Beweises fur den Hauptsatz 
(beide vom dritten Autor), welche zeigen, daB die Gentzenschen SchluB-
verfahren dennoch fur den Kalkul LGiul ein Entscheidungsverfahren 
liefern; 3° abermalige Addition eines (den Umfang des Kalkuls LGibl nicht 
beeintrachtigenden) SchluBschemas (in § 4) und die Erganzung (in § 5) 
des ursprunglichen Beweises fur den zugehorigen Hauptsatz, zeigend 
daB die Gentzenschen SchluBverfahren doch auch fur LGibl ein Entschei-
dungsverfahren liefern. 
§ l. Das Beispiel lautet: 
v-+ [ACA] 
v-+ [(A·B)CA] 
v-+ [(Xn C Xn) ·(A· B) CA] v-+ [N((A·B) C A) C (N(A·B) C NA)] 
v -+ [(Xn C Xn) C ((A ·B) C A)] v-+ [(N(A ·B) C NA) · N(A ·B) C NA] tbis) 
v-+ [(Xn CXn) CN((A·B) CA)] v-+ [N((A·B) C A)·N(A·B) C NA] 
------------------------------------------------(M) 
v-+ [(Xn C X,.)·N(A·B) C NA] 2). 
§ 2. Es ist sofort deutlich, daB die Eigenschaft, loc. cit. 1), S. 164, 
fur den Kalkiil LGiul erhalten bleibt, wenn unter III. das Schema 
- v-+ [2! c \13] 
Ll *. -----------
v -+ [N2l C N\13] 
hinzugefugt wird. 
1 ) Siebe diese Proceedings, Series A, 58 (1955), S. 163-169, insbes. S. 164; auch 
Indag. Math. 17 (1955), S. 164. 
Ibis) v-+ [(N(A·B) CNA)·N(A·B) CNA] folgt aus v-+ [(N(A·B) CN(A·B)] und 
v-+ [NA C NA]. 
2 ) Anwendung des im nachfolgenden Par. 3 unter II, a angegebenen Verfahrens 
andert die Mischung (M) des Beispiels in zwei Mischungen niedern Grades, welche 
als iiberfl.iissig entfernt werden konnen; die l\fischung (M') ist damit eliminiert. 
482 
Der W ortlaut des loc. cit. darauf folgenden H auptsatzes kann dann ungean-
dert beibehalten werden. 3 ) 
§ 3. Erganzung des Beweises fiir den Hauptsatz von LG~'· 
Die in Form. B. IV, 4) § 32bis und die in Teil I, § 1 1) dieser Arbeit 
betrachteten Faile liefern nur einen partiellen Beweis; folgende Ergan-
zungen sind notwendig. 
e= 2. In dem Faile (ym) (I, § 1, S. 164, 165) kann [, neben Xn C Xn, 
auch die Gestalt N@3 haben; die Reduktion verlauft dann, unter Anwen-
dung von .2f* (anstatt .2f) und Xv analog. 
Dane ben kommt unter y noch der folgende Fall hinzu: 
v--+(m:C~) _ 
------ (Ll *) 
v --+ (0: C Nm:) v--+ (Nm: C N~) _ 
--------~~--------~ (M) 
v --+ (0: C N~). 
Der Grad der Mischung laBt sich erniedrigen wie im Fall (ym). 
e > 2. 5) Zu den Fallen mit rechter Rangzahl groBer als 1 kommen 
unter I. b3 drei Faile (b';•, br;•, b';•) hinzu: 
(b';•) 
v --+ [~ C N(m: C 58)] v --+ [N(m: C 58) C (Nm: C N58)] 
=-------------'-----=,------_:_:: (erlaubtes M) 
v --+ (0: C 0) v--+ [~ C (Nm: C N58)] (M) 
v--+ [Q::· ~* C (Nm: C N58)] 
(Rangerniedrigung moglich); 
V --+ [~ C (Xn C Xn)J 11 --+ [(Xn C Xn) C 58] (erlaubtes M) 
(b';•) v --+ (0: c 0) v --+ (~ c 58] (M') 
v --+ [0:· ~* c 58] 
(wieder Rangerniedrigung moglich); 
v --+ [N(m: C 58) C (Nm: C N58)] v--+ (~ C 0) (~ enthiilt Nm: C N58) _ 
---=--------------==--------- (erl. M) 
v --+ [N(m: C 58)·~* C 0] (M) 
v--+ [0:· ~** C 0] [~** enthalt keine Faktoren Nm: CN58 und N(m: C 58)] 
Bemerkung. Es ist auch moglich, daB die Mischformel fiir (M') 
eine Formel ~ ¢ N(W C $B) ist. Dann ist Rangerniedrigung von (M) leicht 
zu erhalten. ---
Da, nach Annahme (siehe b in Form. B. IV, § 32biB), ~ keinen Faktor 
N(W C $B) enthalt, und keine (erlaubte) Mischung, bei der N(W C $B) 
3 ) In der ersten zugelassenen Mischung steht irrtiimlicher weise (Nm: C N58) · ~ 
statt ~ allein. 
') Ausfiihrlicher: Formalistische Betrachtungen iiber intuitionistische und ver-
wandte logische Systeme, Teil IV, <liese Proceedings, Series A, 53 (1950); auch 
Indag. Math. 12 (1950). 
5 ) Im folgenden wird Rang- oder Graderniedrigung oder beide, oder unmittel-
bare Elimination benutzt. 
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linksseitig eliminiert wurde, der linken Obersequenz in (b];'•) vorangehen 
kann, bleibt nur moglich, daB N(m C QJ) in dem v ~ [~ C N(m C QJ)] 
vorangehenden Teil der Herleitungsreihe mittels Lf* oder Lf: 
v--+ [@ C (W C 18)] (mit @ =¢= W C 18) 
gemaB --------~~~~~~~----~ 
v --+ [N@ C N(W C 18)] 
.. v --+ [(X, C X,) C (lli C 18)] 
bzw. gemaB 
v --+ [(X, C Xn) C N(W C 18)] 
eingeftihrt wurde; im zweiten Fall braucht 1r den Faktor X, C X, nicht 
zu enthalten (er kann mittels des dritten erlaubten Mischungsschemas 
eliminiert sein 6 )); v ~ [@ C (m C QJ)] kann nur aus v ~ (@ C QJ) oder 
v ~ (m C QJ), mittels A1 (ohne oder mit A3 ) und darauf folgendes FEB, 
hervorgegangen sein; ebenso kann v-+ [(Xn C X,) C (@! C Q3)] nur aus 
v ~ (m C QJ) oder v ~ [(Xn C X,) C QJ] abgeleitet sein (mittels Av (A3 ) 
und FEB). 
Wir unterscheiden nun die Moglichkeiten: 
I. In v ~ (~ C 0) fa,IJt 0 mit Nm C NQJ oder mit N(m C QJ) zusammen; 
dann ist (M) zu eliminieren. 
II. 0 ist von Nm C NQJ und von N(m C QJ) verschieden. 
ex. Tritt dann Nm C NQJ in keiner v ~ (~ C 0) unmittelbar voran-
gehenden Sequenz als Faktor im Antezedens auf, so muB er entweder 
mittels Verdtinnung A1 oder mittels F EA eingeftihrt sein: 
d. i. v --+ ('.)! c £\) d.i. v --+ ('.)! c £\). 
Enthiilt ~ nun N(m C QJ) als Faktor, so ist N(m C QJ) auch Faktor von 
ffi: bzw. von ~1 und (oder) ~2• In heiden Fallen gibt es Rangerniedrigung 
fur die Mischung (M) in (b3'•): 
v --+ [IE C N(W C 18)] v --+ (ffi C £\) (M)') 
v--+ (IE· ffi° C £\), d.i. v--+ (IE·'.)!** C £\) 
bzw. v --+ [(X, C Xn) C N(W C 18)] v--+ (\1!1 C NW) (JSif)s) sbis) 
v --+ [(Xn C Xn) · '.)!~ C NW]. 
6 ) Aus v --+ [% C (Xn C Xn)J und v --+ [(Xn C Xn) C N(W C 18)] erhalt man 
v--+ [% C N(W C 18)]. 
7 ) _Enthalt ffi kein~n !_aktor N(W C 18), ~o ~hren die .Ai (i = l, 2, 3) von 
v--+ (ffi C £\) zu v--+ (IE· ffi C £\), d.i. v--+ ([ · '.)!** C £\); (M) ist dann sofort 
eliminierbar. 
8 ) Hier wird angenommen, daJ3 ij1 einen oder mehrere Faktoren N(W C 18) hat, 
dagegen ij2 nicht. In den heiden iibrigen Fallen ist (sind) Rangerniedrigung(en) 
in analoger Weise zu erhalten. 
sbis) Die Faile mit N@ C N(W C 18) oder if C N(W C 18) (FuJ3n. 6) statt (X, C X,) C 
C N(W C 18) (vergl. den Text bei FuJ3n. 6) lassen sich analog behandeln. 
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Wahrend (cx1) hiermit abgetan ist, diirfen wir von nun an voraussetzen, 
daB fiir den Fall (cx2) sowohl ~1 wie ~2 (falls nicht leer) keinen Faktor 
N(91: C lB) enthalt. ster) 
Ableitbar war entweder: v--+(@C)B) oder v--+(9l:ClB); oder: v--+(9l:ClB) 
oder v--+ [(Xn C Xn) C lB]. Mit Lf* und Lf folgt entweder: v--+ (N@ C NlB) 
oder v--+ (N91: C NlB), also in beiden Fallen, mittels Ai, v--+ (N@ · N9l:CNlB); 
oder: v--+ [(Xn C Xn)·N91: C NlB] oder v--+ ('t·N91: C NlB) 9). Dies fiihrt 
zu folgender Abanderung von (cx2) und (bT•): 
Die urspriingliche Mischung (M) wird hier durch zwei Mischungen (M) 
niederen Grades ersetzt; beide miissen schlieBlich eliminiert werden 
konnen. 
Aus den drei moglichen Endformeln laBt sich, ohne Mischung, 
v--+ [[·~** C :D] herleiten. 
{3. N91: C NlB ist Faktor im Antezedens einer v--+ (~ C :D) unmittelbar 
vorangehenden Sequenz; also ist die rechte Rangzahl der in (bT•) 
,erlaubten" Mischung (mit Mischformel N91: C NlB) groBer als l. Wir 
wollen zeigen, daB diese Rangzahl sich dann immer verringern laBt 
ohne oder unter Hinzufiigung einer spater in der Herleitungsreihe auf-
tretenden Mischung kleineren Ranges als der der urspriinglichen Mischung 
(M) (mit Mischforme] N(91: C lB)). In dieser Weise laBt sich in endlich 
vielen Schritten Fall {3 auf Fall ex zuriickfiihren; denn auch die ev. neu 
hinzukommende Mischung verschwindet mittels der hier angewandten 
Verfahren. 
{31• Das zu v--+ (~ C :D) fiihrende SchluBschema sei ein A1 oder A2 
oder A3 • Dann geht (M) in (bT•) unmittelbar voran die SchluBfigur: 
v-+ (ffi c 0) (A1 oder A2 oder A3) 
v -+ [N(m: C IB) C (Nm: C NIB)] v-+ (~ c 0) (erl. .111'). 
v -+ [N(m: C IB) · ~* C 0] 
ster) Man beachte den Zusammenhang der ev. in ~ neu auftretenden Faktoren 
mit (£. 
9 ) Aus v -+ [Nm: C (Xn C Xn)J und v -+ [(Xn C Xn) C NIB] gibt eine erlaubte 
Mischung v -+ (Nm: C NIB), also mit Ai v -+ (% · Nm: C NIB). 
10) Mit N<S · Nm: C NIB ist die Endformel der Herleitung v -+ (~1 • N<S · ~2 C 0), 
mit % · Nm: C NIB ist sie v -+ (~1 • % · ~2 C 0). 
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Die Umwandlung ist dann: 
v--+ [N(~ C 5B) C (N~ C N5B)] v--+ (ffi C 0) 
v --+ [(;!: C N(~ C 5B)] v --+ [N(~ C 5B) · ffi* C 0] _ (M) 
v --+ ((;!:· ffi** c 0) -
---==-==---- (Ai) 11). 
v--+ ((;!:· ~** c 0) 
(erl. M) 
{32• Das zu v--+ (~ C 0) fiihrende SchluBschema sei ein von den Ai 
verschiedenes Schema mit einer Obersequenz, also UEA oder FES 
oder X1. Es wird geniigen den Fall X1 12) zu betrachten: 
v--+ (ffi· ~ c 0) 
v--+ [N(~ C 5B) C (N~ C N5B)] v--+ (Nffi· ~ C 0), d.i. v--+ (~ C 0) 
v --+ [N(~ C 5B) · Nffi · ~* C 0], d.i. v --+ [N(~ C 5B) · ~* C 0] 
Es gibt hier folgende vier Moglichkeiten: l. at ¢- Ill C ~, ¢- Nlll C N~, 
¥=- N(lll c ~) (Anderung einfach); 2. m-Ill c ~; Anderung: 
v--+ [N(~ C 5B) C (N~ C N5B)] v--+ (ffi· ~ C 0) 
----=-----'--------'-----'-----'-"=------'----'- ( erl. M) 
v--+ [(;!: c N(~ c 5B)] v --+ (N(~ C 5B) · ffi· ~* C 0] (M) 
v--+((il:·ffi·~**CO) __ 
(Ai) (X1 ) 
v--+((;l:CNffi) v--+(Nffi·(il:·~**CO) __ 
-----==--==--==------'--'----------'-----'- (M) 13) (Ai); 
v --+ ((;!: • (;!: • ~** C 0), darauf 
v--+ ((;!:· ~** c 0), d.i. jl--+ ((;!:· ~** c 0); 
3. at- Nlll C N~; und 4. at N(lll C ~), beide einfach zu andern. 
{33 • Das zu v--+ (\l§ C 0) fiihrende SchluBschema sei ein Schema mit 
zwei Obersequenzen; hier kommen in Betracht UES, FEA, 14) und die 
drei erlaubten Mischungsschemata. 
Im hier folgenden Fall FEA enthalten@ oder 'ii oder beide den Faktor 
Nil( C N~: 
v->-(®C~) v--+(@:·~CO) -------'-~~---'------'-~--- (FEA) 
v--+ [N(~ C 5B) C (N~ C N5B)] v --+ [(ry C @:) · ® · ~ C 0], d.i. v--+ (~ C 0) 
----------------'---=------------- (erl. M). 
Es gibt nun sechs Moglichkeiten: l. Nil( C N~ - ~ C ~; ;tJ hat keinen 
Faktor Nlll C N~. Unterteilung: la. ~ enthalt keinen Faktor Nil( C N~. 
11 ) Vergl. Form. B. IV, § 32bis, b1 • 
12 ) Fiir die iibrigen vergl. Form. B. IV, § 32bis, b 2• 
13 ) Gegeniiber der urspriinglichen Mischung (M) ist hier der Rang erniedrigt. 
14) Vergl. Form. B. IV, § 32bis, b3• 
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Gibt es dann in '1i einen Faktor N(ili C 5.8), so hat man folgende Umsetzung: 
v--+ [N(\ll C 58) C (N\ll C N58)] v--+ (®CB') (erl. lW) 
v--+[(tCN(\llC58)] v--+[N(\llC58)·@l*CB'] _ v-+[(tCN(IllC58)] v--+({!·'!)CO) (M) (M) (A;) 
v--+ ({t·@l** c B') v--+ ({!·(t·'!l* c 0) --
--~------~----------------~~~~~~------~ (FEA) 
v --+ [N(\ll C 58) C (N\ll C N58)] v -+ [(N\ll C N58) · (t · ®** · (t · '!l* C 0] (erl. .M') 
v--+[(tCN(\llC58)] v-+[N(IllC58)·(t·@l**·(t·'!l*CO] _ 
----------~~~=-~~~----------~ (M) 
v--+ ({t·(E·@l**·~·'!l* c 0) -(A). 
v ...... ((t·~** c 0) 
Gibt es in '1i keinen Faktor N(ili C 5.8), so ftihrt (Ai) allein von v-+ (Q: · ~ C 0) 
zu v-+ (Q:-[.~* C 0). Die heiden Mischungen (M) auf der linken Seite 
haben eine vorangehende erl. M mit kleinerer rechter Rangzahl als die 
erl. M in (bT•). lb. [ enthalt Nili C NQ). Die Umsetzung ist wie unter 
la his zu v ->- [(Nili C N5.8)·~·®** .[.~* C 0]; darauf fiihrt (Ai) allein 
zu v-+ ([-~** C 0). Analoge Umsetzungen gibt es in den Fallen: 
2. Nili C N5.8 =/=- ~ CQ:; ~hat keinen Faktor Nili C N5.8; 3. NiliCN5.8 -~CQ:; 
@ hat keinen Faktor Nili C N5.8; 4. Nili C N5.8 =1=- ~ C Q:; @ hat keinen 
Faktor Nili C N5.8; 5. Nili C N5.8 - ~ C Q:; '1i und @ enthalten beide 
Nili C N5.8; 6. Nili C N5.8 =1=- ~ C Q:; ~ und @ enthalten beide Nili C NQ). 
Von den tibrigen Fallen betrachten wir nur noch die erste erlaubte 
Mischung: 
v--+[N(:tCU)C(N:tCNU)] v-+(6CO) _ 
----------'---'----------'-----------'- ( erl. M) 
v--+ [N(\ll C 58) C (Nill C N58)] v --+ [N(:t C ll) · 6° C 0], d.i. v --+ (~ C 0) _ 
-----------------------------,,..------------------'-----'- (erl. M). 
v -+ [N(\ll C 58)·~* C 0] 
Hier konnen die Paare (';t, U) und (ill, 5.8) nicht zusammenfallen;@ enthalt 
jedenfalls Faktoren N;t C NU und Nili C N5.8. Die Umsetzung ist: 
v ___,. [N(\ll c 58) C (N\ll C N58)] v-+ (6 C 0) (erl. M) 
v-+ [~ C N(\ll C 58)] v-+ [N(Ill C 58)· 6* C 0] _ 
--~-----'---~--~~-----'-----~(M) 
v --+ [N(:t C U) C (N:t C NU)] v--+ ({t· 6** C 0) 
------------------==--==----'--------- ( erl. M) 
Damit ist Fall (bT•) erledigt. 
e > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl 1 und linker Rangzahl 
groBer als 1 kommen unter II. d3 drei Faile (dT', dT•, dT•) hinzu. 
(dT'> v --+ [N(Ill C 58) C (N\ll C N58)] v -+ (~ C 0) -
_ __:___:_ __ __:_ __ .:__ __ -=-__:_ ____ __:_.:...____:. ( erl. M) 
v --+ [N(\ll C 58)·~* C 0] v --+ (U C 6) -
__________ ___:_ __ ___:_ __ ~~~-------------- (M) 
v--+ [N(\ll C 58)·~*· U° C 6] 
[der Rang von (M) laBt sich leicht erniedrigen]. 
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(dr') v--+ [(£ C N(~ C ~)] v--+ [N(~ C 5B) C (N~ C N>S)] _ 
--------=------'----------'--' (erl. JYI) _ 
11 --+ [C£ C (N~ C N5B)] v --+ (U C E) 
-------=--=------------- (M). 
v--+ (C£· U* c E) 
Hier di.irfen wir, gemaB Form. B. IV, § 32bis, d annehmen, daB [die 
Mischformel Nlll C N?S nicht enthalt. Enthalt [ den Faktor N(lll C ?E), 
so laBt ( .. M') sich durch eine erlaubte Mischung ersetzen. Wir nehmen 
darum an, daB <£ sowohl Nlll C N?S wie N(lll C ?S) nicht als Faktor enthalt. 
Wie bei (bT•) kann N(lll C ?S) in dern Y-+ ([ C N(lll C ?S)] vorangehenden 
Teil der Herleitungsreihe nur mittels Lf* oder Lf eingefi.ihrt sein, und zwar 
.. B v --+ [Ql C (~ C 5B)] (mit Ql =¢= ~ C 5B) 
gema v --+ [NQJ c N(~ c 5B)] 
b .. B v--+ [(X" c Xn) c (~ c ~)] zw. gema · 
v--+ [(Xn C Xn) C N(~ C ~)]' 
im zweiten Fall braucht [den Faktor Xn C X" wieder nicht zu enthalten 
(er kann mittels des dritten erlaubten Mischungsschemas eliminiert 
sein 6)); 'V-+ [@ C (Ill C ?S)] kann nur aus 'V-+ (@ C ?E) oder 'V-+ (Ill C ?E); 
und'V->- [(Xn C Xn) C (Ill C ?S)] nurauSP-+(2! C ?S)odeu-+ [(XnCXn)C?S] 
hervorgegangen sein. 
Wir unterscheiden zwei Mi::iglichkeiten: 
I. In 'V-+ (IT C 6) (die rechte Rangzahl von (JJI) ist 1) fallt 6 mit 
Nlll C N?S oder mit N(lll C ?S) zusammen. Dann ist (M) zu eliminieren 
(vergleiche bT•, I). 
II. 6 ist von Nlll C N?S und von N(lll C ?S) verschieden; Nlll C N?S 
tritt in keiner 'V -+ (IT C 6) unmittelbar vorangehenden Sequenz als 
Faktor im Antezedens auf; er muB also entweder mittels Verdi.innung A1 
oder mittels FE A' eingefi.ihrt sein: 
v --+ (ffi C E) - v--+ (\131 C N~) v--+ (N5B · \132 C 6) --
(1)1) (A1) bzw. (1)2) (FEA). 
11 --+ [(N~ C N5B) · ffi C 6], ,, ->- [(N~ C N5B) · \131 • \l32 C 6], 
d.i. v --+ (U C 6) d.i. v --+ (U C E) 
Fall (171) fi.ihrt zu Eliminierung von (M): 
-
v --+ (ffi C 6), d.i. 11--+ (U* c E) _ 
------==-==------ (Ai). 
v--+ (C£· U* C 6) 
Fall (1'}2 ) fi.ihrt zur Umsetzung der urspri.inglichen lVIischung in zwm 
Mischungen niederen Grades: 
v --+ [(Xn C Xn) · N~ C N5B]l5 ) v --+ (N5B · \132 C E) (M) 
v --+ [ (Xn C Xn) · N~ · $g C E] --~-~-~~--(Ai) 
v ->- [(Xn C Xn)·N~· \l32 C 6] (M) 
V--+ [\j31 ·(Xn C Xn)·\l3ri C 6] -
---=---"----"----:::::'--- (Ai ). 
v --+ [\l31 • (Xn C Xn) · \l32 C 6] 
15 ) Vergleiche den Text bei FuJ3n. 9. Mit NQJ · N~ C N5B ist die Endformel der 
- - - - - -
Herleitung v --->- (\131 • NQJ · \132 C 6), mit :t · N~ C N5B ist sie v --->- (\131 • :t · \l32 C 6). 
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Aus den drei mi:iglichen Endformeln la13t sich, ohne Mischung, 
P---+ ([· i_i31 • ~2 C 6), d.i. P---+ ([·U* C 6) ableiten. 
Der letzte Fall ist: 
(dg'•) v --+ [!r C (Xn C X,.)] v --+ [(Xn C X,) C 58] _ (erl. M) 
v --+ (C£: c 58) v --+ (U c 6) (.M'). 
v--+ (C£:· U* c 6) 
Gema13 Form. B. IV, § 32bis, d diirfen wir annehmen, daB(£ die Misch-
formel 55 nicht enthalt. Auch darf angenommen werden: 55 =/= Xn C Xn, ~ 
enthalt keinen Faktor X,. C Xn; denn sonst ist Rangerniedrigung von 
(M) leicht zu erhalten. 
Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten: 
I. In P---+ (U C 6) (die rechte Rangzahl von (M) ist 1) fallt 6 mit 55 
oder mit Xn C Xn zusammen. Dann ist (M) zu eliminieren. 
II. 6 ist von 55 und von Xn C Xn verschieden; 55 tritt dann in keiner 
P---+ (fi C 6) unmittelbar vorangehenden Sequenz als Faktor im Anteze-
dens auf; er mu13 also entweder mittels Verdiinnung A1 oder FEA (55 hat 
dann die Gestalt ~1 C {)\) oder U EA (55 hat die Gestalt ~2 · iY2) oder X1 
(55 hat die Gestalt N~3) oder .21* (55 hat die Gestalt N~4) eingefiihrt sein. 
Diese fiinf Faile lassen sich wie folgt umsetzen: 
v ->- (lR c 6) 
v --+ (58· m c 6) 
Elimination von (M) mittels (A1). 
(PEA). 
v--+ [(<¥:1 C \"h)· \131· \132 C 6], d.i. v --+ (U C 6) 
Da 55 und Xn C Xn verschieden sind, mu13 P ->- [(Xn C Xn) C 55], d.i. 
'II---+ [(Xn C Xn) C (~1 C ty1)], mittels einer einfachen Sequenzenreihe aus 
P---+ (~1 C ty1)15bis) hervorgegangen sein; dies ermi:iglicht folgende Urn wand-
lung von (dg'•): 
v --+ (<¥:1 C lJ1l -
------==--- (Ai) 
v--+ (<¥:1· C£: C lJ1l ---~=--------~---(FES) 
v --+ [(I C (<¥:1 C ty1)], d.i. v --+((I C 58) v --+ (U C 6) -
-------=------='-"---------=--=------- (M). 
v --+ (C£:· U* C 6) 
Der Rang von (M) ist erniedrigt. 
('3 ) Betrachten wir nur die Mi:iglichkeit: 
1sbis) v --+ [(Xn C Xn) C ty1] giibe, mittels v --+ [<¥:1 C (Xn C Xn)J, doch auch 
v--+ (<¥:1 C lJr)· 
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UES aus v __,.. [(Xn C Xn) C <;\;2] und v __,.. [(Xn C Xn) C ~2] hervorgegangen 
sein. Die Mischung (M) laBt sich durch eine Mischung niederen Grades 
ersetzen: 
v--+ (<;!3·~ c 6) 
-------==---------=--- (Xl) 
v--+ (N<;!3· ~ C 6), d.i. v--+ (U C 6) 
v __,.. [(Xn C Xn) C lB], d.i. v __,.. [(Xn C Xn) C N<;\;3 ], kann nur mittels .J aus 
v __,.. [(Xn C Xn) C <;\;3 ] hervorgegangen sein. Wieder ist (M) durch eine 
Mischung niederen Grades zu ersetzen. 
v --+ (<;!4 c £1) 
_____ _:____..::....__:___--=-- (Ll *) 
v --+ (N<;!4 C N£1), d.i. v--+ (U C 6) 
v __,..[(X, C Xn) C lB], d.i. v ---7- [Xn C Xn) C N<;\;4] kann nur mittels .J aus 
v __,.. [(Xn C Xn) C <;\;4] hervorgegangen sein. (M) ist durch eine Mischung 
niederen Grades zu ersetzen: 
§ 4. Es ist sofort deutlich, daB die Eigenschaft, loc. cit. 1), S. 167 
unten, fiir den Kalkiil LGib> erhalten bleibt, wenn unter III. neben dem 
Schema .3* (siehe hier § 2) noch das Schema 
Z* v --+ (N~ c ~) 16) 
1
. v --+ (N~ C N~) 
hinzugefugt wird. 
Der Wortlaut des Zoe. cit. darauf folgenden Hauptsatzes fur LGib> kann 
dann ungeandert beibehalten werden. 
§ 5. Erganzung des Beweises fiir den Hauptsatz von LGib>. 
Die in Form. B. IV, § 32bis und die in Teil I, § 4 (und § 2) dieser Arbeit 
betrachteten Faile liefern nur einen partiellen Beweis. Neben den hier 
schon zum Beweise des Hauptsatzes fiir LGiu> gegebenen Erganzungen 
kommen nun noch folgende hinzu. 
e= 2. In dem Fall (ym) (I, § 2, S. 164) 16bis) kommt die Moglichkeit 
hinzu: [ ist Nffi mit 
v --+ (NlR C ~) _* 
-----------=-- (Zl ); 
v --+ (NlR C N~), d.i. v --+ (Gl: C N~) 
16 ) In LGib)' liefert Lf* aus v --+ (N~ C ~) v --+ [N(N~) C N~]; aus v --+ (N~ C N~) 
folgt mit Z1 v--+ [N~ C N(N~)]; dadurch folgt mit (.M') v--+ (N~ C N~). 
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Graderniedrigung von (M), unter ev. Anwendung von Ai (vergl. hier den 
Anfang von § 3). In dem Fall (ym') (I, § 4, S. 168) kann die in der linken 
Obersequenz der Mischung vorkommende Forme! N(NW) nicht nur mittels 
L:f oder Z1 (beide Faile schon, loc. cit., erledigt), sondern auch mittels 
L:f* oder Z~ eingefiihrt sein; der vorletzte Fall fallt mit dem gleichen Fall 
bei (ym), nur mit N(NW) statt NW, zusammen; er kann als erledigt betrachtet 
werden; auch der letzte Fall fiihrt leicht zu Graderniedrigung. 
In dem Fall (ym) (siehe hier § 3, Anfang) kommt die gleiche Moglichkeit 
mit Z~ hinzu wie soeben bei (ym); Graderniedrigung. 16bis) 
Neben (ym) kommt hinzu: 
v --+ (Nm c \~!) (Ll*) 
v --+ ([ C N(Nm)] v --+ (N(Nm) C N\1!] (M). 
v --+ ([ C N\1!) 
Der Grad der Mischung la13t sich erniedrigen wie im Fall (ym'). 16ter) 
e > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl gro13er als 1 kommt unter 
I. b2 hinzu: 
(b2'•) 
I> 
Nach Annahme (siehe bin Form. B. IV, § 32bis) enthalt [ keinen Faktor 
NW. Dann kann NW in der v--+ (Cf C NW) vorangehenden Herleitungsreihe, 
in welcher keine nicht-erlaubten Mischungen vorkommen konnen, nur 
auf eine der folgenden Arten eingefiihrt sein: 
1 o v --+ [(Xn C Xn) C m] (Ll) 17 ); 2o v --+ ( 6 C m) (Ll*). 3o v --+ (N6 C m) (Z*). 
v--+ [(Xn CXn) CNm] v--+ !N6 C Nm) ' v--+ (N6 C Nm) 1 ' 
v --+ (ijl C m), mit m == NlB _ (Z1). 
v --+ (ijl c Nm) 
In den drei ersten Fallen la13t sich die rechte Rangzahl der Mischung 
(M) in (b2'•) einfach erniedrigen. Im letzten Fall gibt es die Reduktion: 
v --+ (NlB C N)B) _* 
v--+ [NlB C N(NlB)] (Zti v--+ [N(NlB) C \~!] _ . . 
-----'------'---::-::-::::--=-:::---'---'- (M; Rangermedrrgung) 
v --+ (NlB C \~!) _* 
-------· (ZI) 
v --+ (ijl C NlB) v --+ (NlB C N\1!) -
------=------- (M; Graderniedrigung). 
v --+ (ijl C N\1!) 
16bis) In den Fallen (ym), (jim) wird hier angenommen, daB die in [ C Nm vor-
kommende Forme! m nicht die Gestalt N6 hat; die entgegengesetzte Moglichkeit 
wird unter (ym') und (jim') behandelt. 
16ter) Man beachte, daJ3 aus v--+ (Nm C \~!), mittels Z~, folgt v--+ (Nm C N\1!). 
17) if braucht dann xn c xn nicht zu enthalte:{l; er konnte mittels des dritten 
Mischungsschemas eliminiert sein. 
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Im Faile b"f•. (siehe hier § 3) kann N(W C \B) in dem v ___,.. [t£ C N(W C \B)] 
vorangehenden Teil der Herleitungsreihe nun auch noch mittels Zf : 
v -+ [N® C (I}( C 58)] 
v -+ [N® C N(l}( C 58)] 
eingeftihrt sein; die Obersequenz kann nur aus Y ___,.. [@ C (W C \B)] mittels 
.X1 , oder aus v ___,.. (W C \B) oder v ___,.. (N@ C \B) mittels A; und FES hervor-
gegangen sein. Dadurch folgt, mit Lf* oder Zi, wieder v ___,.. (N@ -Nil{ CN\B). 
Die Betrachtungen unter II. iX brauchen darum nicht geandert zu werden. 
Unter II. (32 kann das zu v ___,.. (~ C :D) ftihrende SchluBschema mit 
einer Obersequenz auch Z1 sein (Zi ist nicht moglich): 
v-+ ('$ C N%) 
v-+ [N(I}( C 58) C (NI}( C N58)] v-+ ['$ C N(N%)], d.i. v-+ ('$ C 0) 
1'-+ [IE C N(l}( C 58)] v-+ [N(I}( C 58)·'$* C 0] CM). 
v-+ (IE·'$** c 0) 
Anderung: 
v -+ [N(I}( C 58) C (NI}( C N58)] v -+ ('$ C N%) M-\ (erl. 1 
v-+ [IE C N(l}( C 58)] v -+ [N(I}( C 58)·'$* C N%] (M) 
v-+ (IE·'$** C N%) 
v-+ [IE·'$** C N(N%)]. 
Im Fall (d"f•) kann (ebenso wie im Falle I. b"f•) N(W C \B) in dem 
v ___,.. [t£ C N (W C \B)] vorangehenden Teil der Herleitungsreihe noch mi ttels 
Zi eingeftihrt sein; dies ftihrt dann wieder zu v ___,.. (N@ ·Nil( C N\B ). Die 
Reduktion von (d"f•) braucht nicht geandert zu werden. 
